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El comportamiento de estructuras sometidas a altas velocidades de deformacio´n constituye
un tema de intere´s creciente en la industria moderna, actualmente son muchas las situaciones
en las que se somete a los materiales a cargas dina´micas, explosiones, choques o impactos. El
caso ma´s evidente lo constituyen las aplicaciones militares; por ejemplo: el disen˜o de blindajes,
tanto para uso personal como para la proteccio´n de veh´ıculos. Sin embargo, existen muchas
otras ramas de la industria en las que tienen lugar estas condiciones de carga, como son:
La industria aerona´utica y aeroespacial, donde encontramos varios casos de impacto,
como los de desechos orbitales sobre estructuras espaciales, los choques de pa´jaros contra
el fuselaje de los aviones o los impactos de los restos de un motor tras un fallo del mismo.
En la industria de la automocio´n, el disen˜o frente a impacto de la carrocer´ıa de los veh´ıcu-
los ha llevado a desarrollar tanto estructuras de deformacio´n programada, pensadas para
absorber la energ´ıa del impacto, como estructuras r´ıgidas que protejan a los ocupantes de
un posible aplastamiento.
Conocer los mecanismos que gobiernan el comportamiento de so´lidos y estructuras a altas
velocidades de deformacio´n, tiene tambie´n un papel fundamental en los procesos de fabri-
cacio´n. As´ı, en la actualidad encontramos procesos como el conformado electromagne´tico,
el electrohidra´ulico o los conformados por explosio´n, en los que se alcanzan velocidades
de deformacio´n superiores a 103s−1.
En los ejemplos y aplicaciones anteriores, a diferencia de los casos esta´ticos, el tiempo se
convierte en la variable fundamental del proceso, lo que da lugar a la aparicio´n de determina-
dos feno´menos caracter´ısticos: al producirse un impacto se generan ondas de compresio´n en el
punto de contacto, de forma que en los instantes inmediatamente posteriores al choque so´lo
una pequen˜a regio´n alrededor de dicho punto se estara´ deformando, mientras que las zonas
lejanas au´n no estara´n sometidas a solicitacio´n alguna. Estos feno´menos de propagacio´n de
ondas implican que la tensio´n y la deformacio´n del material var´ıan punto a punto y a lo largo
del tiempo. Adema´s, cuando estas ondas de compresio´n alcanzan los contornos libres del so´lido
se reflejan como ondas de traccio´n de magnitud similar.
Paralelamente, un porcentaje importante de la energ´ıa transmitida al so´lido en el impacto
se transforma en calor: a altas velocidades de deformacio´n no hay tiempo para que se produzca
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un flujo apreciable de calor con el exterior, por lo que la temperatura en la zona del impacto
se eleva considerablemente. Por u´ltimo, en los feno´menos de impacto las elevadas aceleraciones
provocan que las fuerzas de inercia cobren un papel relevante, siendo imposible despreciar su
efecto como se hace en los casos esta´ticos.
La caracterizacio´n dina´mica de so´lidos en estas condiciones de carga ha supuesto un reto para
la meca´nica experimental desde sus or´ıgenes. En la actualidad existen multitud de experimentos
y dispositivos desarrollados para tal fin. La figura 1.1 presenta los dispositivos ma´s utilizados
atendiendo a la velocidad de deformacio´n que se alcanza en cada uno de ellos.
Figura 1.1: clasificacio´n de los dispositivos experimentales segu´n la velocidad de deformacio´n
A velocidades medias de deformacio´n (1s−1 < ε˙ < 102s−1) encontramos el pe´ndulo Charpy
y la torre de ca´ıda de peso que se basan en consideraciones energe´ticas. Permiten efectuar
ensayos de flexio´n como los ensayos Charpy, Izod, flexio´n biaxial o flexio´n en tres puntos y
ensayos de traccio´n. En este rango de velocidades la respuesta de la estructura au´n es global y
la propagacio´n de ondas, efectos inerciales y aspectos termodina´micos au´n no son determinantes.
(a) Pe´ndulo Charpy (b) Torre de ca´ıda de peso
Figura 1.2: dispositivos para el ensayo dina´mico de so´lidos a velocidades medias de deformacio´n
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Si nos movemos al rango de altas velocidades de deformacio´n (102s−1 < ε˙ < 104s−1) la
te´cnica experimental que goza de mayor aceptacio´n entre los investigadores es, sin duda, la
barra Hopkinson. Este dispositivo se basa en barras cil´ındricas que actu´an como gu´ıas de las
ondas de tensio´n, permite una gran variedad de ensayos que van desde los ma´s habituales de
traccio´n compresio´n hasta los complejos ensayos de fractura dina´mica.
Figura 1.3: barra Hopkinson
Finalmente llegamos al rango de muy altas velocidades de deformacio´n (ε˙ > 104s−1) que
sera´ el a´mbito de estudio de este proyecto. Los ensayos meca´nicos en estas condiciones son
excepcionalmente complejos y tan solo un reducido grupo de laboratorios alrededor del mundo
dispone de los equipos necesarios. Las dos te´cnicas ma´s utilizadas son: el ensayo de impacto de
placas y el ensayo de expansio´n de anillos.
El primero de ellos consiste en lanzar una placa plana montada sobre un casquillo contra
una segunda placa estacionaria ma´s delgada, se alcanzan velocidades de deformacio´n de en-
tre 104 − 106s−1 y, en sus distintas variantes, permite analizar la deformacio´n del material, la
propagacio´n de ondas y el fallo dina´mico. Por otra parte, el anillo expandible se basa en la ace-
leracio´n radial repentina de un anillo meta´lico a trave´s de campos electromagne´ticos o cargas
explosivas. Nuestra atencio´n se centrara´ en esta u´ltima te´cnica, analizaremos en profundidad en
que´ consiste, que´ procesos tienen lugar en el seno del material durante el ensayo y las distintas
alternativas existentes para su modelizacio´n anal´ıtica y nume´rica. A continuacio´n se presenta
una descripcio´n detallada de la misma.
Figura 1.4: ensayo de impacto de placas (Sharpe, 2008)
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1.1. Fragmentacio´n dina´mica, el ensayo de expansio´n de anillos
Niordson (1965) desarrollo´ un dispositivo para la expansio´n ra´pida de anillos delgados con
el fin de determinar las propiedades del material a muy altas velocidades de deformacio´n.
El dispositivo consiste en un anillo meta´lico insertado alrededor de un solenoide, la figura
1.5.(a) muestra un esquema del montaje necesario. Cuando la corriente I1 recorre la bobina
se genera una corriente inducida I2 en el anillo, la interaccio´n entre ambas genera una fuerza
repulsiva anillo-solenoide. El anillo se convierte ra´pidamente en un cuerpo libre que se expande
radialmente hasta romperse. El ensayo se caracteriza por la fractura simulta´nea del anillo
en mu´ltiples puntos de su per´ımetro, este feno´meno es lo que se conoce como fragmentacio´n
dina´mica.
(a) Montaje experimental (Zhang and Ravi-Chandar, 2006)
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(b) Esquema del proceso de expansio´n
Figura 1.5: ensayo de expansio´n de anillos
En el proceso de expansio´n del anillo podemos distinguir las siguientes etapas:
En primer lugar, el material se estira con una tensio´n y deformacio´n uniformes a lo largo
de todo el per´ımetro del anillo. Una ventaja de este dispositivo, frente a otros ensayos
anteriormente descritos, reside en que debido a la simetr´ıa (tanto en la geometr´ıa como
en las solicitaciones) se evita la aparicio´n de ondas de carga.
A partir de un cierto instante de tiempo, los defectos intr´ınsecos al so´lido (geome´tricos,
materiales...) propician que la tensio´n y la deformacio´n se concentren en determinados
puntos. Se pierde la homogeneidad del proceso y aparecen mu´ltiples cuellos de estriccio´n
a lo largo del anillo.
Finalmente, varias de estas estricciones alcanzara´n una deformacio´n l´ımite producie´ndose
la fractura. En este momento la zona pro´xima al punto de fractura se descargara´, sin
embargo, los puntos suficientemente alejados seguira´n deforma´ndose. La descarga de la
tensio´n se propaga en forma de onda por el per´ımetro del anillo deteniendo el crecimiento
de las estricciones a su paso. La figura 1.5.(b) muestra un esquema del proceso.
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Dentro del rango de velocidades alcanzables de forma experimental, t´ıpicamente entre 50 y
300 m/s, los resultados respaldan el proceso de expansio´n anteriormente descrito. Las ima´genes
tomadas por Zhang and Ravi-Chandar (2006) muestran el feno´meno empleando una ca´mara
de alta velocidad (figura 1.6). En estos 10 fotogramas podemos diferenciar las siguiente etapas:
del fotograma 1 al 3 el anillo se expande uniformemente; en el fotograma 4 podemos ver como
se produce la primera fractura, que se detecta fa´cilmente ya que se genera un arco ele´ctrico en
el punto en cuestio´n; hasta el fotograma 7 siguen apareciendo nuevas fracturas pero a partir
de este momento el anillo queda completamente descargado y los fragmentos se mueven como
so´lidos independientes.
Figura 1.6: secuencia de expansio´n de un anillo de Al 6061-O (Zhang and Ravi-Chandar, 2006)
Siguiendo con las observaciones experimentales (Grady, 1982; Grady and Benson, 1983;
Grady and Kipp, 1985, 1997) encontramos que el nu´mero de estricciones contabilizadas tras los
ensayos excede al nu´mero de fracturas, lo cual cobra sentido cuando asumimos que las ondas
de descarga frenan el crecimiento de las estricciones cercanas.
Han sido varios los intentos de modelizar el proceso que acabamos de describir y de repro-
ducir anal´ıticamente sus resultados. El marco teo´rico para el ana´lisis de la estriccio´n mu´ltiple y
fragmentacio´n dina´mica comienza con el trabajo de N.F.Mott desarrollado durante la Segunda
Guerra Mundial (Mott, 1947). Mott propuso una modelizacio´n estad´ıstica del proceso en la que
se trata la deformacio´n a la que se produce la fractura como una variable aleatoria, adema´s, el
modelo descansa en la estimacio´n de la velocidad a la que se propagan las ondas de relajacio´n
que emanan de cada fractura. Con su teor´ıa, Mott fue capaz de determinar, a trave´s de un
elaborado me´todo gra´fico, las distribuciones estad´ısticas del taman˜o de los fragmentos.
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Posteriormente el trabajo de Mott ha sido continuado y ampliado por D. Grady y sus co-
laboradores (Grady, 2006) quienes desarrollan expresiones anal´ıticas para las distribuciones de
Mott, junto con una teor´ıa alternativa basada en consideraciones energe´ticas.
En paralelo, el estudio del proceso de fragmentacio´n ha sido abordado a trave´s del ana´lisis
de bifurcacio´n (Hill and Hutchinson, 1975) y estabilidad (Zhou et al., 2006). La primera de
estas te´cnicas estudia el comportamiento de las soluciones de una familia de ecuaciones diferen-
ciales ante pequen˜as variaciones en los para´metros del sistema. Una bifurcacio´n se da cuando
una de estas pequen˜as variaciones causa un cambio brusco de las soluciones. Por otra parte,
el ana´lisis de estabilidad trabaja con perturbaciones de las propias soluciones, analizando el
comportamiento del sistema ante las mismas.
Por u´ltimo, el ensayo ha sido tratado tambie´n desde la simulacio´n mediante elementos finitos
(Rusinek and Zaera, 2007; Vadillo et al., 2012; Rodr´ıguez-Mart´ınez et al., 2013a). La correcta
modelizacio´n nume´rica del comportamiento del sistema: relacio´n constitutiva del material, acu-
mulacio´n del dan˜o, mallado, criterio de fallo, etc., supone un enorme campo de posibilidades
que ha suscitado numerosos trabajos al respecto.
A lo largo de este trabajo se abordara´n en profundidad las tres metodolog´ıas anteriores:
teor´ıas estad´ıstica y energe´tica, ana´lisis de estabilidad y simulacio´n por elementos finitos. En
cada caso analizaremos el rango de validez del modelo en base a sus suposiciones y trataremos de




El presente proyecto busca desarrollar una visio´n integral del feno´meno de fragmentacio´n
dina´mica unidimensional, abordando el ensayo de expansio´n de anillos desde tres o´pticas dife-
rentes:
El punto de partida sera´n las teor´ıas estad´ıstica (Mott, 1947) y energe´tica (Grady, 2006).
Cada una de ellas permitira´ obtener, de forma independiente, una expresio´n anal´ıtica que
relaciona el nu´mero de fragmentos obtenidos en el ensayo con la velocidad del mismo.
A continuacio´n, comparando estas dos expresiones ana´logas, llegaremos a conclusiones
interesantes sobre la modelizacio´n y sobre el proceso.
Otra o´ptica diferente es la que nos ofrece el ana´lisis de estabilidad (Zhou et al., 2006). A
diferencia de las teor´ıas estad´ıstica y energe´tica, el ana´lisis de estabilidad no se centra en
el momento en el que se producen las fracturas, sino que estudia un instante anterior en el
que las heterogeneidades del so´lido dan lugar a la concentracio´n de tensio´n y la formacio´n
de estricciones.
Cada uno de los modelos anteriores estudia una etapa distinta del proceso de fragmen-
tacio´n y ofrece resultados va´lidos para un determinado rango de velocidades. Un tercer
enfoque, a trave´s de la modelizacio´n nume´rica mediante el me´todo de elementos finitos
(Rusinek and Zaera, 2007), nos permitira´ abarcar el feno´meno en su totalidad.
A trave´s del ana´lisis sistema´tico de los modelos anteriores buscamos: poner de manifiesto los
principios que gobiernan el proceso en cada una de sus etapas y explicar como estos principios
limitan la validez de las distintas teor´ıas a rangos concretos de velocidades.
Como referencia comu´n para todos los modelos trabajaremos con la siguiente geometr´ıa:
anillo de seccio´n cuadrada de 0.75 mm de lado y radio interno de 15 mm. Adema´s, el material
elegido en todos los casos uranio-6 %-niobio (U6N) sera´ tratado como ela´stico perfectamente
pla´stico. Esta configuracio´n, basada en Grady and Olsen (2003), permitira´ contrastar en todo
momento nuestros resultados con los obtenidos experimentalmente .
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La siguiente tabla resume las propiedades del U6N que se empleara´n a lo largo de todo el
documento:
Propiedades Valor
L´ımite ela´stico (σ0) 1000 MPa
Densidad (ρ) 17300 Kg/m3
Mo´dulo de Young (E) 174 GPa
Coeficiente de Poisson (ν) 0.3
Tabla 2.1: propiedades del U6N
El presente trabajo se estructura de la siguiente manera:
En primer lugar se presentan las teor´ıas estad´ıstica de N.F.Mott y energe´tica de D. Grady
(Cap´ıtulo 3). Posteriormente, ambos modelos se implementan en un software desarrollado trave´s
de MATLAB R2012b a fin de automatizar el proceso. El correcto funcionamiento del programa
se verifica contrastando los resultados con los obtenidos experimentalmente (Grady and Olsen,
2003; Grady, 2006).
El cap´ıtulo 4 aborda el problema a partir del ana´lisis de estabilidad, siguiendo como referen-
cia el art´ıculo de Zhou et al. (2006). El software desarrollado con MATLAB R2012b se ampl´ıa
para incluir tambie´n este modelo.
A continuacio´n, el cap´ıtulo 5 presenta la modelizacio´n del ensayo de expansio´n de ani-
llos mediante el me´todo de los elementos finitos haciendo uso del programa comercial ABA-
QUS/Explicit 6.13 y siguiendo la metodolog´ıa de Rusinek and Zaera (2007), igualmente se
contrastara´n los resultados con las evidencias experimentales.
El cap´ıtulo 6 compara los resultados obtenidos, se estudia la adaptacio´n de los resultados
nume´ricos, los modelos anal´ıticos y los datos experimentales y se presenta una reflexio´n sobre
los para´metros fundamentales que rigen el feno´meno de la fragmentacio´n dina´mica.
Por u´ltimo, en el cap´ıtulo 7 se presentan las conclusiones que pueden desprenderse de este





En este cap´ıtulo se presentan dos teor´ıas que, aunque basadas en principios marcadamente
distintos, han demostrado su capacidad para predecir adecuadamente los resultados experimen-
tales: la teor´ıa estad´ıstica de Mott y la teor´ıa energe´tica de Grady y sus colaboradores.
La teor´ıa estad´ıstica constituye el inicio del ana´lisis teo´rico del proceso de fragmentacio´n
dina´mica. Esta teor´ıa proporciona una expresio´n que relaciona el nu´mero de fracturas
obtenidas tras un ensayo con la velocidad a la que se realiza el mismo, adema´s, Mott fue
capaz de obtener de forma gra´fica las distribuciones de probabilidad para las longitudes
de los fragmentos.
Por su parte, en un intento de complementar la teor´ıa estad´ıstica, Grady desarrolla ex-
presiones anal´ıticas para las distribuciones de fragmentos. As´ı mismo, de esta reflexio´n
surge una nueva teor´ıa basada en principios energe´ticos que proporciona una expresio´n
ana´loga a la anterior (relacio´n del nu´mero de fragmentos con la velocidad).
Tras una descripcio´n detallada de ambas teor´ıas veremos como, comparando las expresiones
obtenidas es posible aunar los principios energe´ticos y estad´ısticos, obteniendo una teor´ıa ma´s
completa y llegando a conclusiones interesantes sobre la modelizacio´n del proceso.
Finalmente, se lleva a cabo la implementacio´n de los ca´lculos necesarios en MATLAB
R2012b, empleando los datos experimentales presentes en Grady (2006) para verificar el co-
rrecto funcionamiento del software.
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3.1. Modelizacio´n
3.1.1. Teor´ıa estad´ıstica de N.F.Mott
El ana´lisis de fragmentacio´n perseguido por Mott surge de su estudio de las bombas de tubo
durante la Segunda Guerra Mundial. Aunque estas explosiones son multidimensionales, Mott
se centra en determinar la distribucio´n circunferencial de fracturas, despreciando lo que ocurra
en la direccio´n axial de tubo. As´ı, el problema de las bombas de tubo puede entenderse de
forma completamente ana´loga al ensayo de expansio´n de anillos que nos ocupa.
Nuestro punto de partida sera´ el esquema mostrado en la figura 3.1: apreciamos co´mo el
anillo se expande radialmente con una velocidad v y co´mo esto provoca una deformacio´n en
direccio´n circunferencial ε, tal que ε = ε˙t. La primera hipo´tesis de este modelo consistira´ en
suponer la velocidad de deformacio´n ε˙ constante.
Como ya hemos comentado, esta teor´ıa analiza la u´ltima etapa de la expansio´n en la que
aparecen las fracturas y se generan las correspondientes ondas de descarga; dichas ondas se
propagan por el anillo deteniendo el crecimiento de las estricciones a su paso.
Figura 3.1: anillo en expansio´n de Mott (Grady and Olsen, 2003)
La teor´ıa de fragmentacio´n dina´mica de Mott se basa en la modelizacio´n de los dos feno´me-
nos que tienen lugar en esta etapa: la aparicio´n de las fracturas y la propagacio´n de las ondas
de descarga.
En primer lugar, supondremos que la aparicio´n de las fracturas es un feno´meno aleatorio
y que por tanto, se puede modelar adecuadamente mediante expresiones estad´ısticas; adema´s,
consideraremos este proceso como instanta´neo, es decir, que la tensio´n se reduce a cero en el
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punto de rotura de forma repentina. Esto supondra´ ignorar la resistencia a la fractura del ma-
terial y la energ´ıa consumida durante el proceso.
La segunda cuestio´n a tratar sera´ la naturaleza de las ondas de descarga, el objetivo es
estimar a que velocidad se propagan por el anillo.
A la vista de lo anterior, los pasos a seguir en el desarrollo de esta teor´ıa sera´n:
Determinar una expresio´n estad´ıstica que gobierne la aparicio´n de las fracturas. Esta
funcio´n, que llamaremos de activacio´n, contempla tanto la posicio´n a lo largo del per´ımetro
del anillo como el instante temporal en que ocurren las fracturas.
En segundo lugar, estimaremos a que´ velocidad se transmiten las ondas de descarga.
Conocida la velocidad de propagacio´n, plantearemos una expresio´n que indique la fraccio´n
del anillo que se encuentra cargada en cada instante de tiempo. En esta fraccio´n no
relajada del anillo sera´ donde puedan seguir apareciendo fracturas.
Multiplicando la expresio´n de la fraccio´n no relajada por la funcio´n de activacio´n e in-
tegrando a lo largo del tiempo, obtendremos el nu´mero total de fracturas, o lo que es lo
mismo, el nu´mero de fragmentos.
3.1.1.1. Activacio´n de la fractura
Suponemos que las fracturas ocurren aleatoriamente tanto en el tiempo como en la posicio´n
a lo largo del per´ımetro del anillo y que este feno´meno se puede modelar adecuadamente a
partir de principios estad´ısticos. Si tomamos como variable aleatoria la deformacio´n para la
cual ocurre la primera fractura, podemos definir las siguientes funciones estad´ısticas en relacio´n
con la misma:
Funcio´n de distribucio´n F (ε): proporciona la probabilidad de que la deformacio´n a la que
ocurre la fractura sea menor que un determinado valor.
Funcio´n de supervivencia S(ε) = 1 − F (ε): se define como complementaria a la anterior
y proporciona la probabilidad de que la deformacio´n a la que se produce la fractura sea
mayor a un determinado valor.
Funcio´n de densidad de probabilidad f(ε) = dF (ε)
dε
: puede entenderse como la probabilidad
de que la deformacio´n a la que se produce la fractura pertenezca a un intervalo ε, ε+ dε.
Finalmente llegamos a la funcio´n que nos interesa, la funcio´n de riesgo: esta funcio´n se
define como h(ε) = f(ε)
S(ε)
y proporciona la probabilidad de que ocurra un determinado
suceso, en nuestro caso la fractura, para un intervalo concreto de la variable aleatoria, en
nuestro caso la deformacio´n; as´ı, h(ε)dε sera´ la probabilidad de que ocurra una fractura
en un intervalo de deformacio´n ε, ε+ dε. Como la velocidad de deformacio´n es constante,
h puede expresarse indistintamente como funcio´n del tiempo o de la deformacio´n ε = ε˙ t.
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e(ε−µ)/β Ley exponencial (3.2)
En las expresiones anteriores n, σ, β y µ sera´n para´metros que deben ajustarse experimen-
talmente para cada material. Cada una de estas funciones de riesgo estara´ relacionada con una









h(ε)dε⇒ F (ε) = 1− e−
∫
h(ε)dε
As´ı, la funcio´n de riesgo potencial conduce a la funcio´n de densidad conocida como Weibull,
mientras que la exponencial esta´ relacionada con la funcio´n de Gumbel. Estas funciones de



















Funcio´n de densidad de Gumbel (3.4)
Para determinar los para´metros anteriores (n, σ, β y µ), Mott propone el siguiente me´todo:
realizaremos una serie de ensayos de traccio´n uniaxial, midiendo en cada caso la deformacio´n
a la que se produce la fractura; a continuacio´n, calculamos la media y la desviacio´n esta´ndar
de nuestras mediciones e igualamos los valores con la media y la desviacio´n esta´ndar de las
distribuciones de Weibull o Gumbel, esto permitira´ despejar los para´metros deseados.
A modo de ejemplo, la figura 3.2 muestra cuatro ensayos de traccio´n realizados para el acero.
Si quisie´ramos obtener los para´metros de Gumbel: la desviacio´n esta´ndar de dicha distribucio´n
vale aproximadamente 1,283β y la obtenida en los ensayos 14,83. Igualando ambos valores
obtenemos el para´metro β = 11,56; por otra parte, la media de Gumbel vale µ − 0,577β y la
de los ensayos 29,26, de donde se deduce que µ = 6,96.
Figura 3.2: ensayos de traccio´n para determinar los coeficientes experimentales, (Mott, 1943)
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En nuestro caso, para el resto del desarrollo elegiremos la funcio´n de activacio´n potencial y
por tanto, la funcio´n de densidad de Weibull asociada. En este punto cabe destacar que, como
se discute en Grady (2006), no existe gran diferencia entre elegir una funcio´n u otra. Siguiendo
el mismo me´todo que acabamos de ejemplificar, concluimos que los para´metros de Weibull para
el caso del U6N son σ = 7,7 · 10−5 y n = 1.
3.1.1.2. Velocidad de propagacio´n de las ondas
El siguiente paso en nuestro desarrollo consiste en estimar la velocidad de propagacio´n de
las ondas de descarga. Aunque la descarga del material es siempre ela´stica, existen dos posibi-
lidades segu´n consideremos que el material permanece en re´gimen ela´stico en el instante de la
fractura, o que e´ste ya ha plastificado.
En el primer caso, no hay duda de que la velocidad de propagacio´n de una onda ela´stica es
c =
√





t Espacio recorrido por las ondas ela´sticas (3.5)
Sin embargo, no parece muy apropiado suponer que el material no plastifica antes de frac-
turarse. La complicacio´n surge al estimar el espacio que recorre una onda de descarga si consi-
deramos que comienza a propagarse una vez el material ha plastificado; para ello recurrimos a
la siguiente idealizacio´n, imaginemos una barra meta´lica con dos sistemas de coordenadas, uno
Lagrangiano H y otro Euleriano h (ver figura 3.3). Uno de los extremos de la barra permanece
fijo mientras el material se estira uniformemente con una velocidad de deformacio´n constante








En t=0 se produce una 
fractura en el punto h=0. 
La zona relajada se 
desplaza como un 
sólido rígido 
Figura 3.3: estimacio´n de la velocidad de las ondas de descarga una vez el material ha plastificado
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Supongamos que en t = 0 se produce una fractura en el punto h = 0 y se genera una onda de
descarga que se propaga por la barra, siendo x(t) el espacio recorrido por la misma. Los puntos
a la izquierda de la interfase 0 ≤ h ≤ x(t) ya estara´n descargados y se movera´n como un so´lido
r´ıgido a la misma velocidad que la onda, mientras, el resto de la barra se seguira´ deformando
con ε˙ constante. El campo de velocidades queda por tanto de la siguiente manera:
v(h, t) =
{
ε˙x(t) si 0 ≤ h ≤ x(t)
ε˙h si x(t) ≤ h ≤ h0
(3.6)
donde h0 es la coordenada Euleriana del extremo libre de la barra. Conocido el campo de
velocidades calculamos el momento lineal p:










ρAε˙(x2 + h20) (3.7)
donde A es la seccio´n transversal de la barra. Planteando el balance de cantidad de movi-


















Sera´ esta expresio´n de x(ε) la que consideremos en los desarrollos siguientes.
3.1.1.3. Relajacio´n de la tensio´n
Llegados a este punto ya hemos determinado la funcio´n de activacio´n h(ε) y la expresio´n del
espacio recorrido por las ondas de descarga x(ε). Con esta informacio´n podemos concretar la
funcio´n de relajacio´n de tensio´n. Esta funcio´n indica, para cada instante de tiempo, que´ fraccio´n





Donde h(η)dη es el nu´mero de fracturas activadas en el intervalo de deformacio´n η, η + dη
por unidad de longitud y la funcio´n x(ε − η) es la distancia viajada por la onda de relajacio´n
en el intervalo de deformacio´n ε − η. Al multiplicar el nu´mero de fracturas por la distan-
cia recorrida por las ondas e integrar, estamos calculando la fraccio´n relajada, sin olvidarnos
de multiplicar por 2 ya que cada fractura genera dos ondas, una en cada sentido (ver figura 3.4).
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𝜺  𝜺  
Ondas de descarga 
x(t) x(t) 
Figura 3.4: cada fractura genera dos ondas en sentidos opuestos
Sin embargo, un ana´lisis de la funcio´n D(ε) demuestra que e´sta puede exceder la unidad
para un valor suficientemente alto de deformacio´n. Este resultado carece de significado f´ısico y
es debido a que hay dos factores que no se han considerado au´n: en primer lugar, la funcio´n de
activacio´n h(ε) no contempla que en las zonas relajadas ya no se pueden producir fracturas; y
segundo, la funcio´n de propagacio´n x(ε) no tiene en cuenta la posible interaccio´n (constructiva
o destructiva) entre las ondas de descarga.
Para tener en cuenta estos feno´menos se propone la funcio´n D′(ε), completamente ana´loga
a la anterior pero que se aproxima a la unidad a medida que la deformacio´n crece:
D′(ε) = 1− e−D(ε) (3.11)
3.1.1.4. Prediccio´n del nu´mero de fracturas
A la vista de la expresio´n 3.11; 1−D′(ε) sera´ la fraccio´n del anillo donde todav´ıa es posible
que se produzcan fracturas; as´ı, multiplicando 1 − D′(ε) por la funcio´n de activacio´n h(ε) e
integrando en el tiempo (o lo que es lo mismo en deformacio´n), obtendremos el nu´mero de




[1−D′(η)] h(η) dη (3.12)
Para obtener el nu´mero total de fracturas tras la realizacio´n del ensayo seguiremos los
siguientes pasos:
En primer lugar introducimos las expresiones 3.1 (funcio´n de activacio´n) y 3.9 (velocidad













ε− η · ηn−1dη (3.13)











1− y · yn−1dy (3.14)
La integral anterior tiene solucio´n en te´rminos de la funcio´n Gamma Γ:
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Una vez conocida D es inmediato que D′(ε) = 1−e−D(ε). Introduciendo D′ en la expresio´n
3.12 volveremos a integrar, en esta ocasio´n, como nos interesa conocer el nu´mero total de













La integral anterior nos proporciona el nu´mero total de fracturas, o lo que es lo mismo, el
























As´ı, la expresio´n 3.18 representa el nu´mero total de fragmentos por unidad de longitud
tras el ensayo. Para un valor suficientemente alto de n, observamos que βn tiende a uno y el
exponente n/(2n + 1) tiende a un medio, mostra´ndose una relacio´n lineal entre el nu´mero de
fracturas y la velocidad de deformacio´n.
3.1.1.5. Distribuciones de fragmentos
Como dec´ıamos al inicio de este cap´ıtulo, la teor´ıa de Mott proporciona, adema´s del nu´mero
de fragmentos (expresio´n 3.18), la distribucio´n estad´ıstica del taman˜o de e´stos. Esta distribu-
cio´n fue calculada inicialmente de forma gra´fica por Mott, sin embargo la expresio´n anal´ıtica
para la misma ha sido aportada por Grady para el caso concreto de n=1 (va´lida por tanto
para el material que estamos empleando U6N). Es necesario fijar n=1 para poder alcanzar una
solucio´n anal´ıtica cerrada.
La deduccio´n de la funcio´n de densidad de probabilidad para la distribucio´n en el taman˜o
de los fragmentos parte de la siguiente idea: si la tasa de activacio´n de fracturas es h(ε), y dado
que en cada fractura se generan dos ondas, podemos asumir que la tasa de activacio´n de ondas
de descarga sera´ 2 · h(ε). A la vista de lo anterior, el nu´mero de ondas activas en el anillo en
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Al incluir 1−D′(ε) en la expresio´n anterior, estamos teniendo en cuenta que las fracturas,
y por tanto las ondas, so´lo pueden generarse en la fraccio´n no relajada del anillo. Sin embargo,
existe otro feno´meno que au´n no hemos considerado: como podemos ver en la figura 3.5, las










Figura 3.5: las ondas generadas desde las fracturas 1 y 2 viajan distancias l1 y l2 antes de elimi-
narse entre s´ı. La suma de las distancias recorridas l1 + l2 sera´ el taman˜o del fragmento
Para tener esto en cuenta, debemos entender primero como se crean y destruyen las ondas.
Derivando la expresio´n 3.20 respecto de la deformacio´n, obtendremos como var´ıa el nu´mero de
ondas activas con el tiempo, lo que permitira´ identificar cua´ntas ondas se crean y cua´ntas se






h(η) dη · dD(ε)
dε
(3.21)














= I+ −NwI− (3.22)
donde I+ sera´ el nu´mero de ondas generadas entre el instante ε y ε + dε; e I− sera´ la pro-
porcio´n de las ondas activas Nw que se destruyan en ese mismo instante.
Imaginemos ahora dos instantes de tiempo ε1 y ε2. El nu´mero de ondas que se generan en
ε1 es:
δN0 = I
+(ε1) · dε1 (3.23)
Supongamos que de esas δN0 ondas, sobreviven δN hasta el instante ε2. De esas δN , en el
instante ε2 se destruira´n:
d(δN) = −δN · I−(ε2) · dε2 (3.24)
Integrando la expresio´n anterior obtenemos:
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ln δN =
∫
I−(ε2) · dε2 ⇒ δN = −C · eD(ε2) (3.25)
donde C es la constante de integracio´n y se calcula imponiendo que δN(ε1) = dN0








Sin embargo, lo que nos interesa es conocer de esas δN cua´ntas se destruyen en ε2, para
ello, introducimos 3.27 en 3.24.
d(δN) = I+(ε)eD(ε1)−D(ε2)I−(ε2)dε1dε2 (3.28)
La expresio´n 3.28 proporciona el nu´mero de ondas generadas en ε1 y destruidas en ε2.
Realizando el cambio de variable x = c
ε˙
(ε2 − ε1), donde x es la distancia recorrida por la onda
en el intervalo ε2 − ε1 y c es la velocidad de propagacio´n que hemos estimado en el apartado
3.1.1.2, c =
√
2Y/ρ, podemos llegar a una expresio´n para dN/dx. Sustituyendo apropiadamente

















(y/b)2/(2n+1) − 1]n−1 e− y dy (3.29)
La expresio´n anterior no tiene solucio´n anal´ıtica para cualquier n, sin embargo, para n=1
s´ı es posible resolver, llegando a la siguiente expresio´n que indica la densidad de probabilidad







Donde γ es un para´metro dependiente de la funcio´n Gamma: γ = 3/Γ(2/3); y x/x0 es la
longitud adimensional de los fragmentos, siendo x0 = (2σY/2ρε˙
2)1/3.
Finalmente, dado que la longitud del fragmento estara´ compuesta por la distancia recorrida
por las dos ondas de sus extremos, tal y como se muestra en la figura 3.5, deberemos componer





















(1− y2)e− 34 (x/x0)3y2 dy (3.32)
Donde, nuevamente, γ es un para´metro dependiente de la funcio´n Gamma: γ = 3/Γ(2/3) y
x/x0 es la longitud adimensional de los fragmentos, siendo x0 = (2σY/2ρε˙
2)1/3.
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3.1.2. Teor´ıa energe´tica de D.Grady y colaboradores
Esta teor´ıa se basa en principios marcadamente distintos a los de la anterior: mientras
Mott asume que la fractura ocurre instanta´neamente y que la energ´ıa consumida por e´sta es
irrelevante, Grady y sus colaboradores plantean la disipacio´n de energ´ıa y el tiempo de fractura
como elementos fundamentales de su teor´ıa.
3.1.2.1. Ana´lisis del proceso de fractura
La caracterizacio´n de un proceso de fractura bajo las condiciones de carga y deformacio´n
que nos ocupan se encuentra dentro del a´mbito de la Meca´nica de la Fractura Elasto-Pla´stica.
Como consecuencia de la plastificacio´n se produce un enromamiento del frente de fisura, siendo
la apertura del dicho frente (CTOD, Crack Tip Opening Displacement) un para´metro apropiado
para describir el feno´meno.
Figura 3.6: apertura del frente de fisura CTOD, distancia entre los labios de la fisura medida a
45o del punto de propagacio´n
Para estimar la velocidad de propagacio´n de las ondas de descarga procedemos al igual que
en el caso de la teor´ıa estad´ıstica (ver apartado 3.1.1.2.). Planteando un balance de momento




= σ(h0)− σ(0) (3.33)
En la teor´ıa estad´ıstica, consideramos que en el instante de la fractura la tensio´n ca´ıa re-
pentinamente a cero y por tanto σ(0) = 0 en t = 0, en esta ocasio´n, consideraremos que a
medida que el CTOD, al que denominaremos y de ahora en adelante, avanza desde cero hasta
su valor cr´ıtico yc, la tensio´n cae linealmente desde el l´ımite ela´stico Y a cero (ver figura 3.7).
Por tanto, tenemos que la energ´ıa disipada durante la fractura es τ = Y yc/2 (a´rea bajo la recta
en la figura 3.7(b)). Asumir otra forma funcional para la reduccio´n de la tensio´n que no sea
lineal no altera significativamente el valor del nu´mero de fracturas(Grady, 2006).
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(a) El CTOD crece desde 0 hasta yc a la misma ve-





     
  
  
       
      




(b) La tensio´n se reduce desde Y a 0 a medida que
y crece. El a´rea bajo la curva es la energ´ıa
Figura 3.7: evolucio´n de la tensio´n con el CTOD
A la vista del esquema anterior, σ(h0) = Y mientras que σ(0) =
−yY 2
2τ








Adema´s, el CTOD se desplaza a la misma velocidad que la onda de descarga, ya que toda
















t3 Espacio recorrido por el CTOD como funcio´n del tiempo (3.37)




vuelve a ser va´lida.
Haciendo y = yc en la expresio´n 3.37 y empleando la expresio´n para la energ´ıa τ = Y yc/2,
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En conclusio´n, el efecto de incluir la resistencia a la fractura del material supone provocar
un retraso en la propagacio´n de las ondas. La figura 3.8 muestra como durante el tiempo tc que
tarda en abrirse el CTOD, la velocidad de la onda calculada considerando la resistencia a la
fractura es ma´s lenta.
Figura 3.8: comparacio´n entre la propagacio´n de la onda de descarga con resistencia a fractura y
con fractura instanta´nea (Grady, 2006)
3.1.2.2. Taman˜o de los fragmentos y tenacidad de fragmentacio´n
Si xc es el espacio que recorre una onda mientras se produce la fractura, entonces, 2xc
es el mı´nimo espacio entre fracturas separadas que permitir´ıa que ambas se completasen sin








La disipacio´n energe´tica durante el crecimiento de la fractura τ , se supone una propiedad
que so´lo depende del material. Sin embargo, es la tenacidad a fractura K la propiedad ma´s
comu´nmente empleada para caracterizar la fractura du´ctil en metales, as´ı, Grady propone defi-
nir una tenacidad a fragmentacio´n Kf que ampl´ıe este concepto al re´gimen dina´mico. Esta nueva






donde E es el mo´dulo ela´stico del material. Teniendo esto en cuenta, la expresio´n 3.40 se







La teor´ıa energe´tica no aborda la cuestio´n de determinar las distribuciones de longitud de
fragmentos, se limita a proporcionar la expresio´n 3.42 para el taman˜o promedio de los mismos.
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3.1.2.3. Unio´n de las teor´ıas estad´ıstica y energe´tica
Las dos teor´ıas que acabamos de analizar llegan a expresiones completamente ana´logas para






























Ambas expresiones deber´ıan proporcionar los mismos resultados. Parece lo´gico entonces,
plantearnos bajo que´ condiciones estas dos expresiones son efectivamente equivalentes. En pri-






⇒ n = 1 (3.47)












donde βn evaluado en n = 1 es β1 = 1,0914. De la expresio´n anterior se puede despejar el









As´ı, los requisitos de la teor´ıa energe´tica restringen los valores de los para´metros de Weibull
en la teor´ıa estad´ıstica de Mott.
Restringir de esta forma los para´metros n y σ conlleva implicaciones importantes. La teor´ıa
estad´ıstica se basa en dos formas funcionales que describen el comportamiento del material: la
funcio´n de riesgo, que para estos desarrollos se ha elegido en su forma potencial, y la funcio´n
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Sustituyendo n = 1 y σ ≈ 5 τ
Y
en la funcio´n de activacio´n, e´sta queda reducida a una cons-
tante h(ε) = σ−1 = Y
5τ
. Esto supone un cambio total en la interpretacio´n de la teor´ıa estad´ıstica,
ya que, si h(ε) es una constante, la tasa de activacio´n de fracturas es uniforme e independiente
de la deformacio´n a la que se produzca la fractura.
La figura 3.9 muestra la funcio´n de riesgo potencial y e´sta misma restringida por la teor´ıa
energe´tica. En el eje de abcisas se muestra la evolucio´n de la deformacio´n a medida que el anillo
se expande.
Figura 3.9: funcio´n de riesgo en la teor´ıa estad´ıstica con y sin restriccio´n de los para´metros de
Weibull
Estas observaciones sugieren una reinterpretacio´n del significado f´ısico de la funcio´n de
riesgo: en la zona 1 de la figura anterior, instantes iniciales de la expansio´n, la funcio´n de riesgo
potencial predice adecuadamente la tasa de formacio´n de fracturas. Sin embargo, en la zona a
la derecha del punto de corte, el feno´meno esta´ dominado por la energ´ıa disipada en el proceso
de fractura lo que conlleva la estabilizacio´n de la tasa de activacio´n en un nivel constante. En
esta zona, la funcio´n potencial sin restringir puede entenderse como la tasa de activacio´n de
estricciones; de forma que, la diferencia entre las dos funciones sera´n aquellas estricciones que se
activan pero no disponen de la energ´ıa suficiente para progresar hasta convertirse en fractura.
Especificar que en los apartados siguientes, dejando al margen la discusio´n desarrollada en esta
seccio´n, se va a emplear la funcio´n de activacio´n tal como se define en la teor´ıa estad´ıstica.
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3.2. Resultados
Los modelos anteriormente descritos han sido implementados en un programa a trave´s de
MATLAB R2012b. A continuacio´n se presenta una revisio´n del funcionamiento del software y
la validacio´n de sus resultados compara´ndolos con los obtenidos por Grady (2006). La figura
3.10 muestra la pantalla inicial del programa, en ella se insertan las propiedades del material,
los para´metros experimentales y la geometr´ıa.
Figura 3.10: pantalla inicial
Como comenta´bamos en la introduccio´n, emplearemos un anillo de 30 mm de dia´metro in-
terior y una seccio´n cuadrada de 0.75 mm de lado. El material elegido es U6N con 1 GPa de
l´ımite ela´stico, 174 GPa de mo´dulo de Young y una densidad de 17300 Kg/m3. De forma que,
los resultados obtenidos sera´n comparables a los experimentos de Grady (2006) y Grady and
Olsen (2003).
Ambas teor´ıas requieren de algu´n para´metro experimental para su correcto funcionamiento.
La teor´ıa estad´ıstica necesita los valores n y σ (ecuacio´n 3.18) que se calculan a partir de los
ensayos de traccio´n uniaxial como se indica en el apartado 3.1.1.1., sus valores para el U6N son
n = 1 y σ = 7,7 · 10−5. Por su parte, la teor´ıa energe´tica necesita de la tenacidad a fragmenta-
cio´n Kf (ecuacio´n 3.41) que se estimara´ automa´ticamente a partir de los datos experimentales
como se indica a continuacio´n:
Primero, se carga el archivo de Excel con los datos experimentales de Grady (2006). La
figura 3.11 muestra dicho archivo: en el cuadro izquierdo se encuentran los datos de velocidad
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y nu´mero de fragmentos para distintos ensayos, mientras que en el derecho encontramos la
distribucio´n de las masas de los fragmentos para uno de los ensayos en concreto.
Numero de Velocidad de Deformación de Tensión de  Número de  
 
Distribución de masas 
(g) 
test  expansión (m/s) fallo % fallo(Gpa) fragmentos 
 
Test 52 
22 87,9   13 13 
 
0,092 
42 82,3 0,88 11 11 
 
0,088 
44 45,1 0,77 8 8 
 
0,078 
30 73,1 0,9 14 14 
 
0,077 
14 144,9 0,89 20 20 
 
0,074 
24 177,9 1,1 18 18 
 
0,074 








26 176,2 1,05 18 18 
 
0,07 
52 162,2 1,15 18 18 
 
0,069 
54 160,4 0,89 20 20 
 
0,068 
10 191,7 0,95 20 20 
 
0,058 
56 250,8 0,97 23 23 
 
0,056 
60 239,6 1,15 1,16 28 
 
0,044 
28 165,7 21 2,65 45 
 
0,039 
62 171,5 31,7 1,08 18 
 
0,035 
66 159,4 31,1 1,03 20 
 
0,033 
68 235,5 31,9 1,01 23 
 
0,025 
70 259,4 20,7 1,2 27 
   
Figura 3.11: resumen de los resultados experimentales de Grady (2006)
Tras cargar los datos, el programa genera automa´ticamente las siguientes gra´ficas:
Figura 3.12: Ca´lculo de la tenacidad a fragmentacio´n a partir de los datos eperimentales.
Nu´mero de fragmentos frente a velocidad: teor´ıas estad´ıstica, energe´tica y datos experimentales
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La gra´fica izquierda de la figura 3.12 representa en rojo los valores de Kf para cada
experimento, estos valores se determinan despejando de la ecuacio´n 3.41. Seguidamente
el programa calcula un valor promedio de Kf que sera´ empleado en el resto de ca´lculos
de la teor´ıa energe´tica.
La gra´fica derecha representa el nu´mero de fragmentos frente a velocidad de expansio´n.
El ca´lculo se realiza tanto por la teor´ıa estad´ıstica como por la energe´tica, adema´s se
incluyen los datos experimentales de Grady (2006) para contrastar que el funcionamiento
sea adecuado.
Finalmente, el programa tambie´n nos permite representar las distribuciones de masas y
longitudes para aquellos experimentos en los que hayamos registrado los valores. La figura
3.13 muestra las distribuciones anal´ıticas de Grady tanto de probabilidad acumulada como de
densidad de probabilidad superpuestas a los datos experimentales del ensayo 52.
Figura 3.13: distribuciones estad´ısticas para el taman˜o de los fragmentos, ensayo a 162,2 m/s.
Comparativa entre los datos experimentales y la teor´ıa de N.F.Mott.
En las gra´ficas anteriores x/x0 es la longitud adimensional de los fragmentos, siendo x0 =
(2σY/2ρε˙2)1/3. El ca´lculo se ha realizado considerando, como hemos expuesto en la seccio´n




Fragmentacio´n dina´mica: ana´lisis de
perturbaciones
El siguiente modelo a analizar para el problema de fragmentacio´n dina´mica es el ana´lisis de
estabilidad (Zhou et al., 2006). A diferencia de las teor´ıas anteriores, el ana´lisis de estabilidad
no se centra en el momento en el que se producen las fracturas, sino que estudia una etapa
anterior en la que los defectos intr´ınsecos al so´lido (geome´tricos, materiales, etc.) dan lugar
a perturbaciones en los campos tensional y deformacional. Estas perturbaciones conllevan la
localizacio´n de la tensio´n y la aparicio´n de mu´ltiples cuellos de estriccio´n.
Este cap´ıtulo presenta el modelo de perturbacio´n basado en la formulacio´n de Zhou et al.
(2006). El problema inicial y de contorno para la expansio´n unidimensional del anillo sera´ re-
suelto empleando un me´todo de perturbacio´n lineal. Al final de este cap´ıtulo seremos capaces
de determinar de forma teo´rica la longitud de onda dominante, es decir, la distancia promedio
entre estricciones.
4.1. Modelizacio´n
Este modelo parte de un esquema muy parecido al que hemos empleado en la teor´ıa es-
tad´ıstica para estimar la velocidad de las ondas de descarga. Supongamos que el anillo, con
radio R y velocidad radial vr, se puede aproximar a una barra de longitud L = 2piR cuya seccio´n
en el instante inicial es A0 = pir
2
0. A medida que esta barra se estira con una velocidad v, que
consideraremos constante, la seccio´n transversal se reducira´; tal y como se muestra en la figura
4.1(b). As´ı, para t=0 la tensio´n y la deformacio´n en la barra son nulas y la condicio´n inicial es




Sobre esta barra establecemos dos sistemas de coordenadas: uno LagrangianoX(0 ≤ X ≤ L)
y otro Euleriano x; tal que, para un instante de tiempo t, la posicio´n Euleriana de una seccio´n
x, su velocidad axial v, la tensio´n σ, la deformacio´n ε, el radio r y el a´rea A, sera´n funciones
de X y t.
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Regiones sin tensión tras el 

























(b) Barra a traccio´n
Figura 4.1: modelizacio´n de la expansio´n del anillo como una barra que se estira con una velocidad
constante (Zhou et al., 2006)
4.1.1. Formulacio´n
Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del sistema son las siguientes:
Balance de cantidad de movimiento en la direccio´n axial. La cantidad de movimiento para
un elemento diferencial de barra en la configuracio´n inicial es:
p = m · v = ρ0A0dX · v (4.1)




= ρ0A0dX · dv
dt
(4.2)
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y, por tanto, la velocidad de deformacio´n como ε˙ = −A˙
A
(4.6)
Relacio´n constitutiva del material: aunque la relacio´n constitutiva que vamos a emplear
es, al igual que en los modelos anteriores, la de un material ela´stico perfectamente pla´stico.
Interesa en este punto, y a modo ilustrativo, incluir un endurecimiento por velocidad de
deformacio´n. El intere´s reside en que, introducir la viscosidad en el modelo nos ayudara´ a
entender mejor el comportamiento del mismo como se vera´ ma´s adelante.
As´ı, tomaremos un modelo de material perfectamente pla´stico ∂σy/∂ε = 0; y con en-
durecimiento potencial por velocidad de deformacio´n σy = σ0ε˙




Recalcar una vez ma´s que, al realizar ca´lculos comparativos entre los distintos modelos,
supondremos un material ela´stico perfectamente pla´stico, lo que equivale a hacer cero el
para´metro m.
Correccio´n de Bridgman: en la zona de la estriccio´n el flujo tensional pierde su cara´cter
unidimensional. Para tener en cuenta este feno´meno se introduce la correccio´n de Bridg-
man.












Aunque la solucio´n de Bridgman fue desarrollada u´nicamente para la seccio´n central de
la estriccio´n, asumiremos aqu´ı que es va´lida tambie´n para el resto de secciones.
Finalmente tenemos las siguientes ecuaciones auxiliares:
r =
√
A/pi, ε˙p = ∂εp/∂t (4.9)
La formulacio´n se complementa con las condiciones iniciales y de contorno para una barra bajo
velocidad constante en el tiempo:
v(X, 0) = ε˙0X, v(0, t) = 0, v(L, t) = ε˙0L (4.10)
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4.1.2. Solucio´n homoge´nea
Si la velocidad impuesta en el extremo de la barra es constante en el tiempo, la velocidad
en cualquier punto de la misma u´nicamente dependera´ de la coordenada generalizada X, nunca
del tiempo v = v(X). Teniendo esto en cuenta, la velocidad queda definida sin ma´s que aplicar
la condicio´n inicial: v(X, 0) = ε˙0X
El ca´lculo de la deformacio´n se realiza diferenciando las expresiones para la posicio´n Eule-
riana y la velocidad:
x(X, t) = X + vt −→ ∂x = ∂X + ∂vt




= (1 + ε˙0t) (4.11)







, y por tanto ε = ln(1 + ε˙0t)
Conocida la deformacio´n, la velocidad de deformacio´n se obtiene derivando respecto del
tiempo ε˙(X, t) =
ε˙0
1 + ε˙0t





dt , integrando se tiene ln
A
A0











1 + ε˙0 t
=
r0√
1 + ε˙0 t
(4.14)
Finalmente tenemos que el para´metro de Bridgman es nulo, ya que en la solucio´n homoge´nea
no se produce estriccio´n alguna y por tanto, la tensio´n queda definida por la relacio´n constitu-
tiva elegida.
A continuacio´n se muestra la solucio´n homoge´nea para todas las variables del sistema:










θ = 0⇒ σ(t) = σy(t) = σ0ε˙(t)m
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4.1.3. Ana´lisis lineal de perturbacio´n
A la vista de las soluciones anteriores podemos comprobar como, a medida que avanza el
tiempo, la deformacio´n se incrementa indefinidamente. Este resultado carece de significado f´ısi-
co, y se debe a que el conjunto de ecuaciones de gobierno no contempla las heterogeneidades
propias del so´lido, responsables de la perturbacio´n de los campos de tensio´n y deformacio´n.
Para tratar esta situacio´n se emplea la te´cnica de perturbacio´n lineal. Esta te´cnica consiste
en considerar la solucio´n formada por: la parte homoge´nea calculada anteriormente, ma´s una
perturbacio´n infinitesimal de cada una de las variables. Esta perturbacio´n se aplica a partir de
un cierto instante de tiempo t1 y es de la forma δe
iξX+η(t−t1) = {δv, δε, δε˙, δA, δr, δθ, δσ}T eiξX+η(t−t1).
Asumimos entonces que para t > t1 la solucio´n del sistema de ecuaciones 4.1-4.10 se puede






























Si analizamos el te´rmino exponencial en la perturbacio´n eiξX+η(t−t1) = (cosξX+i sin ξX)eη(t−t1)
vemos que se trata de una onda de frecuencia ξ modulada por la exponencial de η(t− t1). Por
tanto, η representa la tasa de crecimiento de la perturbacio´n. Para simplificar la notacio´n, a
partir de ahora denotaremos con el sub´ındice 1 a cualquier variable evaluada en el instante t1;
por ejemplo: σ(t1) = σ1
El proceso a seguir en la te´cnica de perturbacio´n lineal consta de los siguientes pasos: lo
primero sera´ linealizar el sistema de ecuaciones 4.1-4.10 en torno a la solucio´n homoge´nea,
esto permitira´ obtener un sistema de ecuaciones algebraicas para los diferenciales de las distin-
tas variables {δv, δε, δε˙, δA, δr, δθ, δσ}. En segundo lugar expresaremos este sistema de forma
adimensional e impondremos que el mismo sea compatible indeterminado igualando el determi-
nante de la matriz de coeficientes a cero. Esta condicio´n de compatibilidad nos permitira´ llegar
a una relacio´n entre la tasa de crecimiento de las perturbaciones y la frecuencia de las mismas.
4.1.3.1. Linealizacio´n de las ecuaciones de gobierno en torno a la solucio´n ho-
moge´nea
Balance de cantidad de movimiento. Para e´sta ecuacio´n introducimos las variables per-
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ρ0A0δvη = A1δσiξ +((((
((((
((
δAδσiξeiξX+η(t−t1) + σ1δAiξ +(((((
(((((δσδAiξeiξX+η(t−t1)
ρ0A0δvη = iξ[A1δσ + σ1δA] (4.16)
Ecuacio´n de continuidad. En e´ste caso y los siguientes linealizamos la ecuacio´n en torno







































δv = −iξ−1eε1(δε˙+ ε˙1δε) (4.17)





, f = ln (A0/A)











δA = −A1δε (4.18)
Radio r =
√
A/pi , f =
√
A/pi









Ley de flujo σ = (1 + θ−1)ln(1 + θ)σy; siendo σy = σ0ε˙m























Como hemos visto anteriormente, en la solucio´n homoge´nea θ1 = 0 ya que no hay estric-
cio´n alguna. Al sustituir este resultado en la expresio´n anterior nos encontramos con las
dos indeterminaciones que han sido resaltadas:
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• En cuanto a la segunda (1 + θ−11 )ln(1 + θ1) queda resuelta empleando las siguientes
aproximaciones e infinite´simos equivalentes:
1 + θ−11 ≈
1
θ




























. En este caso, al
igual que en el balance de cantidad de movimiento, resulta ma´s directo sustituir la solucio´n
perturbada en la ecuacio´n y despreciar los te´rminos de segundo orden.







































4.1.3.2. Adimensionalizacio´n de las ecuaciones
Llegados a este punto tenemos el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas para los dife-
renciales de las distintas variables:
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El siguiente paso sera´ adimensionalizar el sistema de ecuaciones, para ello introducimos las
siguientes variables adimensionales: η = η/ε˙1; ξ = r0ξ; σ = σ/σ1; ε˙ = ε˙/ε˙1; A = A/A0 = e
−ε;
r = r/r0; y finalmente v = v/va donde va = r0 ε˙1
La ecuacio´n en forma adimensional para el balance de cantidad de movimiento queda:
1
L
2 δv η = iξ[e







. El te´rmino 1/L
2
acompan˜a a la aceleracio´n en la ecuacio´n anterior
y representa por tanto la inercia del sistema. Este para´metro L tendra´ un papel fundamental
en el comportamiento del modelo como analizaremos ma´s adelante. El resto de ecuaciones del
modelo en forma adimensional son:
















ε1δA δε˙ = η δε
4.1.3.3. Planteamiento del sistema algebraico





eε1 0 0 0 0
0 −η 1 0 0 0 0
0 e−ε1 0 1 0 0 0
0 0 0 −1
2
eε1/2 1 0 0










e−2ε1 0 1 0
1/L
2























Este sistema tendra´ soluciones distintas de la trivial si (y solo si) el determinante de la
matriz de coeficientes es nulo.
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La expresio´n anterior es condicio´n necesaria para que η sea positiva. Expresada en forma
dimensional resulta ξ < 2
√
2 e1,5ε1/r0.






























Finalmente, imponiendo ∂η+/∂ξ = 0 en la ecuacio´n 4.26 obtenemos la expresio´n anal´ıtica
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4.2. Resultados
El programa de MATLAB R2012b se ha ampliado para incluir los ca´lculos necesarios en
el ana´lisis de perturbaciones. El nuevo mo´dulo, que se muestra en la figura 4.2, nos permi-
tira´ analizar el impacto sobre el modelo de los distintos para´metros y llegar as´ı a conclusiones
interesantes sobre los principios que gobiernan el feno´meno de fragmentacio´n:
Figura 4.2: mo´dulo de ana´lisis de perturbaciones
Esta nueva herramienta nos permite modificar el valor de:
Deformacio´n para la cual introducimos la perturbacio´n ε1: el instante en que se inicia
la estriccio´n se puede calcular a partir del criterio de Conside`re (1885) si el material
es insensible a la velocidad de deformacio´n, o con el de Hart (1967) en otro caso. Sin
embargo, para t = 0 la tasa de crecimiento de la perturbacio´n η+ es suficientemente
elevada y por tanto, como se discute en Rodr´ıguez-Mart´ınez et al. (2013b), podemos
perturbar en ε1 = 0.





2 : como ya hemos comentado este para´metro representa
los efectos geome´tricos y de inercia en el sistema. Podemos dar valores tanto a L como a
v ya que para una geometr´ıa y material dados uno se puede calcular a partir del otro.
Endurecimiento por velocidad de deformacio´n m.
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Para cada combinacio´n de los para´metros anteriores, el software representa la tasa de creci-
miento de la perturbacio´n frente a la frecuencia de la misma, ambas adimensionales. La primera
observacio´n importante se deduce directamente de la forma de la funcio´n anterior: vemos como
aparece una longitud de onda dominante y como el resto de perturbaciones se ven amortiguadas
a medida que se alejan del ma´ximo. Adelantamos que esta forma se debe al efecto amortiguador
de la inercia sobre las longitudes de onda largas, y de la multiaxialidad de la tensio´n sobre las
cortas. A continuacio´n, emplearemos la interfaz para realizar variaciones en los para´metros del
sistema analizando en cada caso la respuesta del modelo:
En primer lugar, manteniendo un valor fijo de m, por ejemplo 0.01, vamos a ir variando el
para´metro L. Como puede observarse en la figura 4.3 a medida que L disminuye, es decir
a medida que la inercia del sistema crece, el nu´mero de onda cr´ıtico ξc crece y el valor
η+(max.) desciende. Resaltar que este aumento de la inercia puede deberse a 4 factores:
un aumento de la velocidad de deformacio´n, la densidad, el radio inicial de la seccio´n o
una disminucio´n en el l´ımite ela´stico.
Figura 4.3: velocidad relativa de crecimiento para diferentes perturbaciones, influencia de L
Podemos deducir, por tanto, que la inercia tiene un papel estabilizador en el proceso, un
aumento de ξc quiere decir que aumenta el nu´mero de estricciones y un menor valor de
η+(max.) implica que e´stas crecen ma´s lentamente.
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Si por el contrario mantenemos fijo el valor de L y vamos aumentando progresivamente
el valor de m, es decir, un aumento de la viscosidad del material, vemos que se reduce
tanto η+(max.) como ξc (figura 4.4). Esto implica, que en un material ma´s viscoso las
estricciones crecen ma´s despacio y adema´s el nu´mero de e´stas es menor.
Figura 4.4: velocidad relativa de crecimiento para diferentes perturbaciones, influencia de la vis-
cosidad m
La figura 4.5 muestra la dependencia de la frecuencia de la perturbacio´n dominante ξc,
con los dos para´metros anteriores: viscosidad del material m y para´metro de inercia L.
Observamos que en general ξc decrece con el aumento de m y L. Si el material es indepen-
diente de la velocidad de deformacio´n (m=0), el nu´mero de onda cr´ıtico es una constante
ξc = 2 para cualquier valor de L.
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Figura 4.5: variacio´n de ξc con la viscosidad m y con la inercia L
Por u´ltimo, como adelanta´bamos al inicio de esta seccio´n, existe un tercer principio funda-




La expresio´n anterior condiciona el valor mı´nimo de la longitud de onda que debe tener
una perturbacio´n para que e´sta pueda crecer. Este efecto amortiguador de las longitudes de
onda bajas, se debe al cara´cter multiaxial de la tensio´n en la zona de la estriccio´n. El gradiente
tensional a lo largo de la seccio´n impone que deba existir una distancia mı´nima entre cuellos.
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En este cap´ıtulo se presenta el ana´lisis mediante elementos finitos del ensayo de expansio´n
de anillos, para ello se emplea el programa comercial ABAQUS/Explicit 6.13. Cada uno de los
modelos anteriormente descritos estudia una etapa distinta del proceso de fragmentacio´n, la
simulacio´n mediante elementos finitos nos permitira´ una o´ptica del feno´meno en su conjunto.
Una vez detallados los pormenores de la modelizacio´n se realizara´n una serie de simulaciones
con esta herramienta y se comparara´n los resultados con los obtenidos experimentalmente; sin
embargo, mientras que las velocidades alcanzables en los experimentos esta´n limitadas a unos
300 m/s, los elementos finitos nos permitira´n cubrir un rango mucho mayor (de 80 a 1700 m/s
en nuestro caso). Obtendremos as´ı un set de datos suficientemente amplio con el que contrastar
los resultados obtenidos con los modelos anteriores.
5.1. Modelizacio´n
Seguiremos con la misma configuracio´n de geometr´ıa y material empleada a lo largo de este
proyecto: 15 mm de radio interior y seccio´n cuadrada de 0,75 mm. U6N ela´stico perfectamente
pla´stico.
Se ha seleccionado un me´todo expl´ıcito de integracio´n en base a la alta no linealidad del
problema. En un ana´lisis implicito la solucio´n se obtiene aplicando la carga gradualmente en
distintos incrementos temporales, el coste computacional en cada uno de los pasos es elevado,
sin embargo, su ventaja reside en que para problemas sin “fuertes” no linealidades, el nu´mero
de pasos puede llegar a ser varios o´rdenes de magnitud menor que en el caso expl´ıcito. Por el
contrario, una resolucio´n expl´ıcita requiere incrementos temporales menores (mayor nu´mero de
pasos) pero el coste computacional en cada incremento es bajo.
En un problema con altas velocidades de deformacio´n como el que nos ocupa, la respuesta
de la estructura variara´ ra´pidamente y sera´ necesario emplear pequen˜os incrementos de tiempo
au´n para el me´todo impl´ıcito, por lo que e´ste no es aconsejable.
CAPI´TULO 5. FRAGMENTACIO´N DINA´MICA: SIMULACIO´N POR ELEMENTOS FINITOS
En cuanto a las condiciones de contorno: impondremos una velocidad radial y constante
aplicada en la cara interior del anillo. Adema´s, es necesario incluir una velocidad inicial para
todo el anillo (de igual magnitud y direccio´n que la anterior), ya que si en t=0 el movimien-
to comenzase bruscamente se generar´ıa una onda pla´stica de carga a lo largo del espesor del
anillo que falsear´ıa los resultados. En este punto hemos encontrado algunas dificultades pues
ABAQUS/Explicit 6.13 no permite definir las condiciones iniciales en coordenadas polares, para
solucionar el inconveniente se ha desarrollado un script en Python que descompone la velocidad
radial en cartesianas nodo a nodo.
A continuacio´n se detallan el resto de opciones consideradas durante la modelizacio´n.
5.1.1. Mallado
El anillo ha sido mallado empleando elementos hexae´dricos de 8 nodos (interpolacio´n li-
neal), formulacio´n lagrangiana (el elemento se mueve con el material) y con un solo punto de
integracio´n: elemento C3D8R segu´n notacio´n de ABAQUS 6.13.
Figura 5.1: elemento C3D8R
Adema´s, se ha seleccionado el me´todo reducido de integracio´n: la integracio´n nume´rica
esta´ndar (cuadratura Gaussiana, dos puntos de integracio´n en cada direccio´n, ocho en total)
tiene algunos inconvenientes cuando el comportamiento del material es (aproximadamente)
incompresible. Los desplazamientos en la malla pueden ser menores que en la realidad (este
feno´meno es conocido como bloqueo volume´trico), es decir, la malla se comporta de forma ma´s
r´ıgida de lo que deber´ıa (ABAQUS, 2013).
La alternativa al me´todo anterior es la integracio´n reducida (un solo punto de integracio´n
para un hexaedro de 8 nodos). Este me´todo resuelve el bloqueo volume´trico y conlleva un
coste computacional mucho menor (8 a 1 en el caso de hexaedros); sin embargo, presenta otro
problema: los modos de deformacio´n de energ´ıa nula o ”Hourglass”.
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(a) Efecto Hourglass (b) Modos de deformacio´n de energ´ıa nula
Figura 5.2: efecto Hourglass
Imaginemos que uno de los elementos se deforma como se muestra en la figura 5.2(a), un
solo punto de integracio´n situado en el centro no detectara´ la deformacio´n. Como vemos en
la figura 5.2(b) existen varios de estos modos de deformacio´n de energ´ıa nula. ABAQUS 6.13
permite al usuario seleccionar entre una serie de me´todos para el control de este efecto, en el
caso expuesto hemos elegido el me´todo viscous con un factor 1 de escala.
Adema´s, se ha llevado a cabo un ana´lisis de sensibilidad al mallado. En concreto, se ha
medido que la deformacio´n pla´stica equivalente a partir de la cual aparece la inestabilidad y el
nu´mero de estricciones tras el ensayo converjan convenientemente. Los resultados se muestran
en la figura 5.3 donde: el eje de abcisas representa el per´ımetro normalizado del anillo mientras
que en ordenadas tenemos la deformacio´n pla´stica equivalente. Los colores indican el instante
temporal (en segundos) como se recoge en la leyenda. La recta roja identifica la deformacio´n a
partir de la cual se inician las estricciones. Tras este ana´lisis se ha optado por una malla con 5
nodos en direccio´n radial.
Finalmente, se han seguido las siguientes consideraciones a la hora de mallar: que la malla
tenga simetr´ıa radial (ya que los elementos cu´bicos se comportan mejor si esto se cumple), que
la relacio´n de aspecto en el elemento sea lo ma´s pro´xima posible a 1:1:1 y que la dimensio´n del
elemento sea al menos cinco veces menor que el menor de los tramos sin estriccio´n.
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(a) Mallado con 2322 nodos, 1032 elementos. εploc = 0, 58; 39 estricciones (b) Mallado con 6144 nodos, 3456 elementos. ε
p
loc = 0, 53; 44 estricciones
(c) Mallado con 12850 nodos, 8224 elementos. εploc = 0, 5; 44 estricciones (d) Mallado con 57728 nodos, 44198 elementos. ε
p
loc = 0, 5; 44 estricciones
Figura 5.3: analisis de sensibilidad al mallado, simulaciones a 300 m/s. En el eje de abcisas se muestra el per´ımetro normalizado del
anillo mientras que en ordenadas tenemos la deformacio´n pla´stica equivalente. Los colores representan el instante temporal (en segundos)
como se recoge en la leyenda. La recta roja identifica la deformacio´n a partir de la cual se inician las estricciones.
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5.1.2. Incertidumbre y localizacio´n
Podr´ıamos pensar que si ABAQUS 6.13 va a resolver las ecuaciones constitutivas y de ba-
lance discretizadas para cada elemento, el modelo deber´ıa expandirse de forma indefinida sin
que apareciese estriccio´n alguna, tal y como ocurre en la solucio´n homoge´nea del me´todo de es-
tabilidad; sin embargo, durante la simulacio´n los resultados nume´ricos se truncan parcialmente
en cada iteracio´n, es decir, aparece un cierto error nume´rico.
La acumulacio´n de estos errores es suficiente para perturbar los campos de tensio´n y defor-
macio´n y propiciar la localizacio´n. Destacar que, aunque esta acumulacio´n de errores propicia
la localizacio´n, la naturaleza del patro´n de estricciones es determinista como se discute en
Rodr´ıguez-Mart´ınez et al. (2013a).
5.1.3. Criterio de fallo
Para describir apropiadamente la fragmentacio´n del anillo es necesario fijar un criterio de
fallo. Una solucio´n efectiva a este problema consiste en fijar un valor constante de deformacio´n
pla´stica equivalente a partir del cual se elimina el elemento en cuestio´n (Rusinek and Zaera,
2007). Sin embargo, este criterio resulta problema´tico ya que a bajas velocidades (t´ıpicamente
entre 50 y 300 m/s) la deformacio´n a la que se produce la fractura es fuertemente dependiente
de la velocidad de expansio´n, y ser´ıa necesario un ana´lisis de la sensibilidad del modelo en cada
simulacio´n a distintas deformaciones de fallo.
Para los objetivos de este proyecto, renunciaremos a una determinacio´n exhaustiva de la
deformacio´n de fallo y solo impondremos que e´sta sea lo suficientemente grande para permitir
la localizacio´n y el desarrollo de las estricciones. Esta deformacio´n se ha estimado efectuando en
primer lugar una simulacio´n sin criterio alguno de fallo, en la cual se determina la deformacio´n
a la que se inicia la localizacio´n; se impone que la deformacio´n de fractura sea un 50 % superior.
Seguidamente, se ha repetido la simulacio´n con este valor como deformacio´n de rotura.
Figura 5.4: deformacio´n pla´stica equivalente frente al per´ımetro normalizado del anillo para la
simulacio´n a 300 m/s. Las rectas rojas identifican las deformaciones de localizacio´n y fractura.
Universidad Carlos III de Madrid 45
CAPI´TULO 5. FRAGMENTACIO´N DINA´MICA: SIMULACIO´N POR ELEMENTOS FINITOS
La implementacio´n de este criterio de fallo en ABAQUS/Explicit 6.13 se ha realizado de
forma que al alcanzarse la deformacio´n de fallo, el elemento pierda de inmediato su capacidad
de soportar carga.
En conclusio´n, la evolucio´n de la tensio´n y la deformacio´n en un elemento que falle que-
dara´ como se muestra en la figura 5.5. Se aprecia el comportamiento ela´stico perfectamente
pla´stico en la tensio´n (azul), siendo la parte ela´stica pra´cticamente despreciable. En cuanto a
la deformacio´n pla´stica equivalente (verde), crece progresivamente hasta el valor seleccionado
como deformacio´n de rotura (en este caso 1). En este punto se retira el elemento del conjunto:
la deformacio´n se estabiliza, pues el elemento ya no se deforma ma´s y la tensio´n cae a cero, ya
que deja de soportar carga alguna.
Figura 5.5: evolucio´n de la tensio´n y la deformacio´n en un elemento representativo
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5.2. Resultados
La figura 5.6 presenta los resultados obtenidos, en particular se observa la deformacio´n
pla´stica equivalente para una simulacio´n a v=300 m/s. Apreciamos como algunas estricciones
han progresado hasta romper, mientras otras se han descargado antes de hacerlo.
Figura 5.6: simulacio´n por elementos finitos del ensayo a 300 m/s
Una forma mejor de presentar los resultados anteriores consiste en representar el per´ımetro
normalizado del anillo en el eje de abscisas y la deformacio´n pla´stica equivalente en el eje de
ordenadas. Esta configuracio´n puede observarse en la figura 5.7 donde, adema´s, queda reflejada
por colores la evolucio´n de la deformacio´n en el tiempo.
Figura 5.7: evolucio´n temporal de la deformacio´n pla´stica equivalente a lo largo del per´ımetro.
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En la figura anterior podemos apreciar como la deformacio´n crece de forma constante en
los primeros instantes de la expansio´n. Para t = 30 µs s el campo de deformaciones muestra
ya pequen˜as perturbaciones, algunas de las cuales progresara´n propiciando la localizacio´n de
las estricciones. En este ensayo se han contado hasta 48 estricciones de las cuales so´lo 24 han
progresado hasta rotura.
Se han llevado a cabo simulaciones para velocidades de 80 a 1700 m/s, en cada caso se ha
calculado a trave´s de ABAQUS 6.13 la masa de cada fragmento. La figura 5.8 muestra el resumen
de los datos recogidos: a la izquierda esta´n los valores de: velocidad, deformacio´n pla´stica
equivalente elegida en el criterio de fallo, nu´mero de fragmentos y nu´mero de estricciones;
mientras que a la derecha encontramos, a modo de ejemplo, las distribuciones de masas para
las simulaciones 8 y 9.
Número de  Velocidad de  Deformación plástica  Número de  Número de 
  
Distribuciones de masas (g) 
simulación expansión (m/s) equivalente de fallo fragmentos estricciones 
  
Simulación 8 Simulación 9 
1 80 0,35 17 32 
  
64,2E-3 63,1E-3 
2 85 0,4 13 32 
  
63,8E-3 62,9E-3 
3 90 0,42 8 32 
  
63,4E-3 61,6E-3 
4 100 0,45 12 40 
  
63,4E-3 57,3E-3 
5 120 0,55 12 40 
  
63,0E-3 39,5E-3 
6 150 0,6 20 44 
  
62,8E-3 39,4E-3 
7 160 0,6 20 44 
  
61,9E-3 39,4E-3 
8 200 0,8 20 44 
  
61,9E-3 39,4E-3 
9 250 0,9 37 44 
  
59,8E-3 39,4E-3 
10 300 0,95 24 48 
  
59,8E-3 39,4E-3 
11 400 1,2 35 49 
  
59,8E-3 23,4E-3 
12 500 1,3 36 65 
  
59,8E-3 23,4E-3 
13 600 1,5 48 67 
  
20,4E-3 21,9E-3 
14 800 1,6 57 71 
  
20,4E-3 21,9E-3 
15 1000 1,75 61 87 
  
20,4E-3 21,9E-3 
16 1200 1,75 88 92 
  
20,4E-3 20,4E-3 
17 1500 1,75 93 107 
  
20,4E-3 20,4E-3 
18 1700 1,75 100 112 
  
20,4E-3 20,4E-3 
       
20,4E-3 20,4E-3 
       
20,4E-3 20,4E-3 
       
  19,9E-3 
       
  19,6E-3 
       
  19,3E-3 
       
  19,1E-3 
       
  19,0E-3 
       
  19,0E-3 
       
  19,0E-3 
  
 
    
  19,0E-3 
       
  19,0E-3 
       
  19,0E-3 
 
Figura 5.8: resumen de los resultados obtenidos mediante las simulaciones
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La figura 5.9 muestra la comparativa entre los resultados experimentales de Grady (2006) y
los obtenidos mediante simulacio´n nume´rica. Se aprecia como la simulacio´n nos permite ampliar
el rango de velocidades ma´s alla´ de las alcanzables experimentalmente, y como en la zona comu´n
los datos concuerdan satisfactoriamente.
Figura 5.9: nu´mero de fragmentos frente a velocidad de expansio´n y velocidad inicial de deforma-
cio´n. Comparativa entre los datos experimentales de Grady (2006) y los obtenidos mediante las
simulaciones en ABAQUS 6.13
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Como menciona´bamos en la introduccio´n, de los resultados experimentales se deducen cier-
tos patrones que caracterizan el feno´meno de fragmentacio´n:
En primer lugar se observa que una mayor velocidad de expansio´n conlleva una mayor de-
formacio´n antes del fallo. El ana´lisis de estabilidad explica satisfactoriamente este patro´n:
ve´ıamos como un aumento de la inercia del sistema o un aumento de la viscosidad provo-
can una reduccio´n de la tasa de crecimiento de las perturbaciones. Si las perturbaciones
crecen ma´s despacio, podra´ alcanzarse una mayor deformacio´n antes del fallo.
Otro feno´meno que se observa en los ensayos es que el nu´mero de estricciones y fragmentos
crece al aumentar la velocidad. Las expresiones para el nu´mero de fracturas que se deducen
de las teor´ıas estad´ıstica y energe´tica recogen esta relacio´n. Adema´s, en el ana´lisis de
estabilidad se justifica como un incremento de la inercia aumenta el nu´mero de estricciones
mientras que un incremento de la viscosidad las reduce.
Por u´ltimo, tambie´n se observa que el nu´mero de estricciones es mayor al de fragmentos
debido al efecto de las ondas de relajacio´n. Las ondas de descarga dominan el feno´meno
a bajas velocidades, sin embargo, a medida que aumentamos la velocidad este efecto se
reduce por los siguientes motivos:





inversamente proporcional a v
• A mayor velocidad se generan ma´s ondas, puesto que se producen ma´s fracturas, por
tanto, la interferencia entre ondas aumenta.
As´ı, para velocidades altas, la descarga llega a ser mı´nima y las ondas no pueden viajar
lo suficientemente lejos como para inhibir la nucleacio´n de las estricciones vecinas.
La importancia de las ondas de descarga condiciona la capacidad predictiva de los distintos
modelos. As´ı, las teor´ıas estad´ıstica y energe´tica en las que estas ondas juegan un papel
fundamental, predicen mejor los resultados a bajas velocidades. La figura 6.1 compara las
predicciones de Mott y Grady con el nu´mero de fragmentos obtenidos experimentalmente
y mediante las simulaciones nume´ricas, apreciamos como efectivamente las teor´ıas pierden
capacidad predictiva a medida que crece la velocidad.
CAPI´TULO 6. DISCUSIO´N
Figura 6.1: nu´mero de fragmentos frente a velocidad de expansio´n
Por otra parte, la figura 6.2 muestra la longitud de onda de la perturbacio´n dominante
segu´n el ana´lisis de perturbaciones, y la distancia promedio normalizada entre estricciones
obtenida de las simulaciones nume´ricas; L0 se obtiene dividiendo el per´ımetro del anillo
entre el nu´mero de estricciones mientras que e0 es el lado de la seccio´n del anillo. En este
caso se aprecia como el ana´lisis de perturbaciones, que no contempla la propagacio´n de
ondas, predice mejor los ensayos a medida que crece la velocidad.
Figura 6.2: comparativa entre los resultados del ana´lisis de perturbacio´n y las simulaciones
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Lo anterior sugiere, que si la velocidad de carga es suficientemente alta el proceso de frag-
mentacio´n puede llegar a perder cualquier dependencia estad´ıstica y volverse determin´ıstico
(Rodr´ıguez-Mart´ınez et al., 2013b).
La figura 6.3 muestra la distancia media normalizada entre estricciones junto con el taman˜o
medio y normalizado de los fragmentos. Siguiendo Rodr´ıguez-Mart´ınez et al. (2013b) podemos
distinguir las siguientes dos zonas:
Figura 6.3: resultados de las simulaciones por elementos finitos. Longitud media de fragmento
normalizada y longitud media entre estricciones normalizada frente a la velocidad de expansio´n y
la velocidad inicial de deformacio´n. L0 medido en la configuracio´n sin deformar
Zona 1, por debajo de los 1000 m/s: el proceso de fragmentacio´n esta´ dominado por las
ondas de descarga.
El nu´mero de fragmentos sera´ considerablemente menor que el nu´mero de estricciones,
debido a que las ondas detienen el crecimiento de las mismas (ver figura 6.4). Igualmente,
el ana´lisis de estabilidad predice en esta zona un mayor nu´mero de estricciones que las
que realmente se forman, ya que no tiene en cuenta el efecto de las ondas.
Finalmente, el comportamiento estad´ıstico tanto espacial como temporal de las fracturas
y el dominio de las ondas de descarga conllevan que las teor´ıas estad´ıstica y energe´tica
funcionen adecuadamente en esta zona, ajusta´ndose las distribuciones anal´ıticas de Grady
adecuadamente a los resultados (figura 6.5).
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(a) Deformacio´n pla´stica equivalente frente al per´ımetro normalizado del anillo. Ensayo a 160 m/s, se contabili-
zaron un total de 44 estricciones y tan solo 20 fracturas
(b) Imagen de la deformacio´n pla´stica equivalente del anillo en su configuracio´n final
Figura 6.4: simulacio´n por elementos finitos del ensayo de expansio´n de anillos a 160 m/s
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(a) Frecuencia relativa acumulada: expresio´n anal´ıtica
y valores experimentales
















(b) Ecuaciones anal´ıticas de Grady junto con el histo-
grama resultante de los valores experimentales
Figura 6.5: distribuciones estad´ısticas para el taman˜o de los fragmentos, ensayo a 162,2 m/s.
Comparativa entre los datos experimentales y la teor´ıa de N.F.Mott.
Zona 2, a partir de los 1000 m/s: el efecto de las ondas de descarga se vuelve inapreciable.
Esto supone que el desarrollo de las estricciones no esta limitado y que en la pra´ctica todas
ellas pueden progresar hasta fractura. Si contamos el nu´mero de estricciones en la figura
6.6(a) observamos que coincide con el nu´mero de fragmentos de la figura 6.6(b). Por tanto,
tenemos que el ana´lisis de estabilidad predice de forma adecuada en esta zona el nu´mero
de estricciones y adema´s e´ste coincide con el nu´mero de fracturas (aproximadamente).
Por u´ltimo, observamos que una vez eliminado el efecto de las ondas de descarga, el nu´me-
ro de estricciones (igual al de fragmentos) no sigue aumentando de forma indefinida, sino
que el taman˜o promedio normalizado de fragmento tiende asinto´ticamente a L0/e0 = 1,5.
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(a) Deformacio´n pla´stica equivalente frente al per´ımetro normalizado del anillo. Ensayo a 1200 m/s, se contabili-
zaron un total de 92 estricciones y 88 fracturas
(b) Imagen del anillo en su configuracio´n final
Figura 6.6: simulacio´n por elementos finitos del ensayo de expansio´n de anillos a 1200 m/s
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Este comportamiento asinto´tico se explica apropiadamente desde el ana´lisis de estabilidad.
La figura 6.7(a) muestra la evolucio´n con la velocidad del la frecuencia de la perturbacio´n
dominante, vemos como, con independencia de la viscosidad del material (para´metro
m), la frecuencia de la perturbacio´n dominante tiende a 2 para velocidades altas. Por
tanto, la longitud de onda adimensional L0/e0 = pi/ξc tiende a pi/2 (figura 6.7(b)). El
valor es ligeramente mayor al 1.5 obtenido de las simulaciones, esto se debe a que estamos
introduciendo la perturbacio´n en ε1 = 0, para valores mayores de ε1 el valor de la as´ıntota
disminuye.










































(a) Frecuencia de la perturbacio´n dominante frente a la
velocidad de expansio´n


















































(b) Longitud de onda de la perturbacio´n dominante
frente a la velocidad de expansio´n
Figura 6.7: Tendencia asinto´tica de la frecuencia dominante y del espaciado entre estricciones
segu´n el ana´lisis de perturbaciones





Conclusiones y trabajos futuros
El estudio del proceso de fragmentacio´n dina´mica desarrollado en este trabajo, permite
llegar a las siguientes conclusiones:
1. Teor´ıas estad´ıstica y energe´tica: se centran en el estudio de la fractura, proporcionando
informacio´n sobre el nu´mero y taman˜o de los fragmentos. Sus resultados son represen-
tativos cuando la propagacio´n de ondas juega un papel fundamental en el proceso de
fragmentacio´n, es decir, a bajas velocidades.
2. Ana´lisis lineal de perturbacio´n: se basa en la modelizacio´n del proceso de localizacio´n
mu´ltiple. Proporciona informacio´n sobre el papel que juega la inercia, la multiaxialidad
del flujo tensional y las ecuaciones constitutivas. Al no contemplar la propagacio´n de
ondas, sus resultados son representativos a altas velocidades.
3. Simulaciones por elementos finitos: permiten abarcar tanto el proceso de localizacio´n de
la deformacio´n como el de fractura mu´ltiple. Se pone de manifiesto que los resultados
coinciden con las teor´ıas estad´ıstica y energe´tica a bajas velocidades, y con el ana´lisis
lineal de perturbaciones a altas velocidades.
La modelizacio´n del ensayo de expansio´n de anillos desde las tres metodolog´ıas anterio-
res, permite una perspectiva global del proceso de fragmentacio´n dina´mica unidimensional. En
esta visio´n, la inercia, multiaxialidad de la tensio´n, ecuaciones constitutivas y la propagacio´n
de las ondas de descarga, se presentan como los principios fundamentales que rigen el feno´meno.
En cuanto a trabajos futuros encaminados a avanzar en esta a´rea de conocimiento, se pro-
ponen los siguientes l´ıneas:
1. Avanzar en el desarrollo de modelos anal´ıticos capaces de explicar el proceso de fragmen-
tacio´n dina´mica unidimensional para cualquier velocidad de deformacio´n.
2. Plantear modelos materiales ma´s representativos que incluyan, tanto relaciones constitu-
tivas ma´s completas como modelos de dan˜o continuo.
3. Y por u´ltimo, explorar la modelizacio´n de problemas con geometr´ıas bidimensionales o
tridimensionales.
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